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MATHEMATICS 
UNE REMARQUE SUR LA STRUCTURE DES ALGEBRES DE LIE 
SEMI-SIMPLES COMPLEXES 
PAR 
J. TITS 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of October 31, 1959) 
I. Soient L une algebre de Lie sur un corps K, et M, U deux sous-
espaces vectoriels de L jouissant des propri!~tes suivantes: 
(1.1) ~L=M+U, Mr.U={O}, [M,M]CM, ( [M, U] C U, [U, U] C M. 
M est une sous-algebre de L et pour tout a EM on a ad a (U) CU. 
Si nous designons par E( U) l'algebre de Lie des endomorphismes de 
l'espace vectoriel U, et par e(a) = adu a l'endomorphisme de U induit 
par ad a, e=adu : M-+ E(U) est une representation lineaire de M. 
D'autre part, pour tout couple u1, u2 E U, la fonction 1'& : U X U-+ M 
definie par 1"&(u1, u2)= [u1, u2] est une fonction bilineaire sur U, a valeurs 
dans M, et satisfaisant aux relations suivantes, consequences de l'identite 
de Jacobi dans L: 
(1.2) 
(1.3) ~ e(1'&(ul, u2))(Ua)+e(1'&(ua, u1))(u2)+e(1"&(u2, ua))(u1)=0 ~ (u1, Ua, Ua E U), 
(1.4) ~ [1'&(U!, U2), a]+1'&(g(a)(ul), U2)+1'&(U1, e(a)(u2))=0 ~ (u1, U2 E U, a EM). 
Reciproquement, soient M une algebre de Lie, U un espace vectoriel, 
e : M -+ E( U) une representation lineaire de M et 1'& : U x U -+ M une 
fonction bilineaire antisymetrique satisfaisant aux relations (1, 3) et (1, 4). 
Alors, la structure d'algebre de Lie de M peut etre etendue a l'espace 
vectoriel L, somme directe de M et U, par !'introduction des crochets 
[a, u]=e(a)(u) 
[ U!, U2] = 1'&( U!, U2) 
(a EM, u E U) 
(u1, u2 E U). 
Dans la suite, nous nous interesserons au cas particulier de la situation 
precedente ou M =N +E0 (V2) est la somme directe d'une algebre N et 
de l'algebre E 0 (V2) des endomorphismes de trace nulle d'un espace 
vectoriel v 2 a deux dimensions sur K' et ou e = T ® £ est la somme 
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tensorielle i) d'une representation r : N--+ E(W) de N et de la repre-
sentation "naturelle" (i.e. !'inclusion) t : E 0 ( V2) --+ E( V2). Lorsque ces 
conditions sont remplies, nous dirons que la relation 
(1.5) 
constitue une A-decomposition de L. L'algebre L est alors entierement 
determinee par la representation r et la fonction n, que nous dirons 
caracteristiques de la A -decomposition. Le theoreme 2.1 ci dessous montre 
que !'existence d'une A-decomposition n'est pas une circonstance aussi 
exceptionnelle qu'il peut paraitre a premiere vue. 
2. Theoreme 2 .1. Toute algebre de Lie semi-simple complexe 2) L 
possede (au mains) une A-decomposition (1.5) ou Nest une algebre reductive. 
Notons tout d'abord que si L=L1+L2 et si L1=M1+U1 es~ une A-
decomposition de L1, L= (M1-tL2)+ U1 est une A-decomposition de L. 
On peut done se horner a considerer le cas ou L est simple. 
Soient H une sous-algebre de Cartan deL, L = H +I: lXXlX la decomposition 
canonique de L relative a H, la somme EIX etant etendue a toutes les 
racines o.: de L, (,) la forme bilineaire de Killing-Cartan, et f£ une racine 
de L telle que (ft, ft) > (o.:, o.:) pour toute racine o.: 3) (les racines etant 
considerees ici comme des elements de H). Il resulte des propretes 
fondamentales des racines qu'on a alors, pour toute racine o.:=/= ± f£, 
(2.2) (IX, !-') = 0 OU ± t. (!-', !-') 
Designons respectivement par 1:0 , J:+, I:- !'ensemble des racines o.: telles 
que I' expression (2,2) soit egale a 0, a + t, a - t, et soient H'" l'espace 
des hE H tels que (h, f£)=0, N l'algebre engendree (lineairement) par H'" 
et par les XIX oorrespondant aux o.: E 1:0 , P ~ E 0 (V2) l'algebre engendree 
par ft, X'" et X_'", et U l'espace vectoriel engendre par les XIX correspondant 
aux o.: E J:+ u E-. Il est immediat que la decomposition L = (N + P) + U 
est une A-decomposition de L. Le theoreme est ainsi demontre. 
3. Les notations restant celles de la demonstration precedente, nous 
allons montrer que la structure de l'algebre N et la nature de la repre-
sentation r se deduisent immediatement du schema de Dynkin Lf~"(L) 
1) Pour la terminologie utilisee, cf. par exemple C. CHEVALLEY, Theorie des 
groupes de Lie, Tome III, Actu. Sci. et Ind. no. 1226, Hermann, Paris, 1955. 
2 ) Le theoreme reste valable pour les algebres des types classiques et excep-
tionnels sur un corps algebriquement clos quelconque, sauf peut-etre en caracteris-
tique 2 et 3. 
3) Deux racines ft quelconques jouissant de cette propriete peuvent toujours 
etre transformees l'une en !'autre par une operation du groupe de Weyl de L (cf. 
C. CHEVALLEY, Sur certains groupes simples, T6hoku Math. J. 7 (1955), 14-66. 
Lemme 5, p. 21). Il s'ensuit que la A-decomposition que nous decrivons ne depend 
pas a un automorphisme interieur de L pres, de la racine 11- choisie. 
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des racines simples et de la racine minimum de L 4). A cet e:ffet, intro~ 
duisons dans l'espace vectoriel H* des combinaisons lineaires a coefficients 
rationnels des racines une relation d'ordre telle que p, soit superieur a 
tout element de H* () HP, soient (Xl, ••• , (XB les racines simples (relatives 
a cette relation d'ordre) orthogonales a p,, et (Xs+l, ••• , 1Xr les autres racines 
simples. Nest alors le produit d'une algebre semi-simple de rang 8 ayant 
pour racines simples (Xl, ••• , (Xs et d'une algebre commutative Tr-s-l de 
dimension r- 8-l. Mais ilres~te des conditions imposees a p, eta Ia relation 
d'ordre, que p, est Ia racine dominante deL, dono que (Xl, ••• , (X8 correspon-
dent aux sommets de .dP(L) qui ne sont pas directement relies au sommet 
de ce schema representant - p,. 11 s'ensuit que N a, pour les di:fferents types 
~:a1gebres simples L, Ia structure indiquee dans le tableau suivant: 
LJP(L) N 
~p, 
~An-2+T1 
-p 
L 
-p, 
1-1--~-~==~1~ 
Bn >---···1 ·1 
-p 
-p,I 
~.~.· 
On J:l =::1---1.1• • • I 
N 
As 
Es-p T E ..__..__1...,__._.~,_... '? 
-p, 
·1-1--EE!I 
. . 
Designons par U- l'espace vectoriel engendre par les X., correspondant 
aux racines (X E E-. La representation 't" de N, dont il est question au 
no precedent, est canoniquement equivalente a Ia representation 
adu- : N _,.. E(U-),. ou adu- a represente, pour tout a EN, l'endo-
morphisme de U- induit par ad a. Supposons que L ne soit pas du type An. 
Nest alors semi-shp.ple et les poids de la represE'mtation 't""' adu- (relatifs 
a la sous-algebre de Cartan H,.. de N) ne sont autres que les restrictions 
a H,.. des racines (X E E-' considerees cette fois comme des formes lineaires 
sur .H. E 0 contenant toutes les racines simples sauf une; (Xr, toute racine 
(X appartement a E- et distincte de _:._ (Xr est la somme de deux racines 
negatives dont l'une appartient a E- tandis que l'autre appartient a Eo 
4) Cf. p. ex. E. B. DYNKIN, Sous-algebres semi-simples des algebres de Lie semi-
simples, Mat. Sbornik. N. S. 30 (72) (1952), 349-462 (ou aussi A.M.S. Translations, 
ser. 2, vol. 6, 1957). 
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et est dono une racine de N. Il s'ensuit que r est la representation irre-
duotible de N ayant pour poids dominant la restriction de - 1Xr a H w Dans 
le tableau suivant, nous donnons le schema de oette representation dans 
les divers cas 5). 
L T 
1 1 
Bn + 1---1-1• .. J-.-1=1 
Cn 
1 1-1-1• .. t-1=1 . 
Dn 
1 
-l--.-1••·1-< + 
G2 3 + 
1 
F4 1==1 
Eo 
l >--e-1 
Es 1 __;L~--~ 
Lorsque L =An, un raisonnement analogue au precedent montre que T 
correspond au schema suivant 
l 
ro® l---11---tl • • • 1-1-1 + (- ro) ® 1-1-1 • • • 1-1-1 • 
ou To designe une representation non nulle de dimension 1 du facteur 
T1 de N, et ou le signe + represente une somme oartesienne. 
4. K sera a present un corps quelconque de caracteristique difjerente de 2. 
Soit L une algebre de Lie sur K possedant une A-decomposition (1.5). 
La fonction caracteristique, n : (W ® V2) x (W ® V2)-+ N+E0 (V2) est 
une fonotion bilineaire antisymetrique sur W ® V2, a valeurs dans 
N +E0 (V2)· Nous nous proposons de montrer que la donnee de TC peut etre 
remplacee par la donnee de deux fonctions bilineaires sur W, a savoir, une 
forme bilineaire antisymetrique, x : W x W-+ K, et une fonction bilineaire 
5) Avec les notations de E. B. DYNKIN (loc. cit.). 
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symetrique a valeurs dans N, rp : w X w -i>- N, verifiant certaines identites 
(identites (4.7), (4.8) et (4.9) ci-dessous). 
Choisissons dans v2 une base (vi, V2) et designons par eo, ei, e2 les 
elements de E 0 (V2 ) representes dans cette base par les matrices suivantes: 
ces elements constituent une base de Eo( V2). Un element quelconque u 
de u = w ® v2 peut s'ecrire sous la forme 
U=XI ®VI +x2 ® V2, avec XI, X2 E W. 
Posons 
avec 
Remarquons immediatement qu'on doit avoir identiquement 
ainsi qu'il resulte de la relation (1.4) OU on pose UI =XI® VI, U2=X2 ® V2 
et a= eo. Par consequent, 
(4.1) 
En designant par XI, X2, y, Yb Y2 des elements quelconques de W, on 
deduit alors: 
de (1.4), en posant UI=XI ®VI, u2=x2 ® v2 et a=successivement ei 
et e2, 
(4.2) 
et 
(4.3) 
de (1.2) et par exemple (4.2), 
(4.4) 
de (4.1), (4.2), (4.3) et (1.2), 
1 
n(xi ®VI +x2 ® v2, YI ®VI +Y2 ® v2)= 
( 4.5) rp(xi, y2)- rp(yi, x2) + (x(xi, y2)- x(Yb x2)) ·eo-
- 2x(xb YI) · ei + 2x(x2, y2) · e2; 
(4.6) 
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et 
(4.8) X(-r(a)(XI), Xz) +X( XI, -r(a)(xz)) = 0; 
et enfin de (1.3), en posant UI=XI ® v~, U2=Xz ®VI et U3=Y ® Vz, 
~ -r(cp(x~, y))(xz)--r(<p(xz, y))(xi)= 
( X(X2, y) ·XI- X(XI, y) · X2- 2x(xi, Xz) · Y· (4.9) 
Reciproquement, soient N une algebre de Lie, -r : N-+ E(W) une 
representation lineaire de N, x : W x W-+ K une forme bilineaire anti-
symetrique et <p : w X w-+ N une fonction bilineaire symetrique veri-
fiant les relations (4.7), (4.8) et (4.9). Alors, la representation 
et la fonction 
n : (W ® V2) X (W ® Vz)-+ N +E0 (Vz) 
definie par ( 4.5) verifient les relations ( 1.2), ( 1.3) et ( 1.4). Cela resulte 
d'un calcul elementaire que nous n'expliciterons pas. Notons seulement 
qu'on peut se horner, pour ce calcul, a considerer le cas ou, dans les trois 
relations envisagees, UI est de la forme XI ® VI; on observera en effet 
que la substitution suivante 
laisse invariantes toutes les donnees du probleme. Remarquons aussi 
que cette reciproque reste evidemment valable en caracteristique 2. 
L, N, -r, x et <p etant definis comme ci-dessus, nous ecrirons 
L=A(N, -r, x, <p). 
Nous appellerons A-systeme, toute collection N, -r, x, <p formee d'une 
algebre de Lie N, d'une representation lineaire -r : N-+ E(W) de N, 
d'une forme bilineaire antisymetrique X : W x W -+ K et d'une fonction 
bilineaire symetrique <p : W x W-+ W verifiant les relations (4.7), (4.8) 
et (4.9). Nous pouvons alors enoncer le 
Theoreme 4.1 0. A tout A-systeme (N, -r, x, <p) sont associees une 
algebre de Lie L = A(N, -r, x, <p) et une A-decomposition (1.5) de L, dont la 
fonction caracteristique est donnee par ( 4.5). Reciproquement, si K n'est pas 
de caracteristique 2, toute A-decomposition d'une algebre de Lie Lest associee 
de cette fa<;on a un A -systeme. 
Dans une prochaine note, nous utiliserons ce dernier resultat pour 
construire une classe d'algebres de Lie de type E6 en correspondance 
avec les algebres a division de degre 3. 
